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В мире не происходит ничего, в чем не был бы виден                           смысл какого-нибудь максимума или минимума
Л. Эйлер

Введение
Многие задачи, с которыми сталкивается человек в своей практической деятельности, допускают различные варианты решения. Человек всегда стремился отыскать наилучший вариант с учетом ограничений, налагаемых на природные, экономические, технические возможности.
Математическое программирование (МП) – это раздел математики, занимающийся анализом многомерных экстремальных задач управления и планирования и разработкой теории и численных методов их решения. Иными словами, математическое программирование занимается решением задач нахождения максимума или минимума функции многих переменных с ограничениями на область изменения этих переменных.

Наиболее разработанной в настоящие время составной частью математического программирования является линейное программирование.
Линейное программирование – раздел математического программирования, применяемый при разработке методов отыскания экстремума (максимума или минимума) линейных функций нескольких переменных при линейных ограничениях, наложенных на переменные. По типу решаемых задач его методы можно разделить на универсальные и специальные. С помощью универсальных методов (например, симплекс-метод) могут решаться любые задачи линейного программирования. Специальные методы учитывают особенности целевой функции и системы ограничений. Методы линейного программирования могут широко применяться на промышленных объектах при оптимизации производственной программы, ассортиментной загрузке оборудования, планировании грузопотоков, составлении оптимальных смесей, решении раскройных, производственно-транспортных задач, выборе ресурсосберегающих технологий и т.д.
Впервые постановка задачи линейного программирования в виде предложения по составлению оптимального плана перевозок, позволяющего минимизировать суммарный километраж, дана в работе советского математика А.Н. Толстого (1930). В 1939 г. советский ученый Л.В. Канторович указал общий метод (метод разрешающих множителей) решения задач, связанных с составлением оптимального плана при организации производственных процессов (в связи с решением задачи оптимального распределения работы между станками фанерного треста в г. Ленинграде). Он же совместно с М.К. Гавуриным в 1949 г. разработал метод потенциалов, используемый при решении транспортных задач. В последующих работах Л.В. Канторовича, В.С. Немчинова, В.В. Новожилова, А.Л. Лурье, А.Г. Аганбегяна, Д.Б. Юдина, Е.Г. Гольштейна и других математиков и экономистов получили дальнейшее развитие как математическая теория линейного и нелинейного программирования, так и приложение ее методов к исследованию различных экономических проблем.

В 1949 г. был опубликован американским математиком Дж. Данцигом (G.B. Dantzig) основной метод решения задач линейного программирования – симплекс-метод. Термин «линейное программирование» впервые появился в 1951 г. в работах Дж. Данцига и Т. Купманса.
При решении задач МП необходимо составить математическую модель задачи.
Математическая модель является абстрактным отображением реального процесса (явления) и в меру своей абстрактности может его характеризовать более или менее точно.

В построении математической модели можно выделить следующие моменты:

· выбор неизвестных величин Х = (х1,…, хn), воздействуя на которые можно изменять поведение изучаемого процесса. Их называют переменными, управляемыми параметрами, планом, стратегией и т.д.;
· выделение цели (максимизация прибыли, минизация затрат и др.) функционирования изучаемого процесса и написание ее в виде математической функции от выбранных переменных. Такая функция называется целевой (функция цели, критерий оптимальности, критерий качества, показатель эффективности и т.д.) и позволяет, изменяя значения управляемых параметров х1,…, хn, выбрать наилучший вариант из множества возможных. Будем обозначать функцию цели Z = f(X);
· запись в виде математических соотношений (уравнений, неравенств) условий, налагаемых на переменные. Эти соотношения называют ограничениями, они могут вытекать, например, из ограниченности ресурсов. Совокупность всех ограничений составляет область допустимых решений (ОДР). Будем обозначать ее буквой D (X 
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При таких обозначениях модель задачи математического программирования примет вид:
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или в развернутом виде:

найти план X = (х1,…, хj,…, хn), доставляющий экстремальное значение целевой функции Z, т.е.
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при ограничениях:
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Из экономических или физических соображений на некоторые компоненты плана задачи, как правило, налагаются условия неотрицательности:
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1. Примеры экономических задач линейного программирования

1.1. Задача производственного планирования

Для производства трех видов пластиковых окон фирма использует четыре вида сырья, запасы которого ограничены и составляют соответственно 20, 30, 40, и 60 единиц. Известно, что на производство одного окна j-го вида (j = 
[image: image7.wmf]3
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1

) расходуется аij единиц i-го ресурса (i = 
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). Матрица расходов сырья имеет вид:
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Прибыль от реализации единицы продукции составляет соответственно 3, 7 и 8 у.е.

Требуется определить план производства, который позволяет фирме при наличных ресурсах получить максимальную прибыль.
Решение. Запишем условие задачи компактно в виде таблицы:
	Вид продукции
Вид сырья
	I
	II
	III
	Запасы сырья

	1
	3
	2
	1
	20

	2
	4
	5
	3
	30

	3
	2
	3
	1
	40

	4
	4
	5
	6
	60

	Прибыль от реализации единицы продукции, у.е.
	3
	7
	8
	


Составим математическую модель.
Обозначим через xj (j = 
[image: image10.wmf]3

,

1

) планируемое к выпуску количество продукции j-го вида, а через Z(х1, х2, х3) – прибыль от реализации всей продукции.

Тогда планом производства будет вектор Х = (х1, х2, х3)Т, показывающий, какое количество продукции каждого вида будет произведено.
Цель задачи – максимизировать прибыль:
Z = 3x1 + 7x2 + 8x3 ( max.
Суммарные затраты первого ресурса составляют:

3x1 + 2x2 + x3.
В силу ограниченности первого ресурса величиной 20 ед. получим ограничение:

3x1 + 2x2 + x3 ( 20.
Аналогично для остальных (i = 2, 3, 4) ресурсов получаем ограничения:
4x1 + 5x2 + 3x3 ( 30,

2x1 + 3x2 + x3 ( 40,

4x1 + 5x2 + 6x3 ( 60.

На переменные хj должно быть наложено условие неотрицательности 
[image: image11.wmf])
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, т.е. продукция j-го вида либо выпускается (xj > 0), либо не выпускается (xj = 0).
Итак, математическая модель примет вид:
Z = 3x1 + 7x2 + 8x3 ( max,
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при ограничениях
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(1.2)
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Здесь Z – функция цели, (1.2)–(1.3) – система ограничений;
x1, x2, x3 – управляемые переменные, изменяя которые мы получаем различные решения (планы) задачи и различные значения функции Z (т.е. различные значения прибыли).
Цель задачи – среди всех решений выбрать такое решение, для которого прибыль была бы максимальной.
1.2. Задача о диете
Из n имеющихся в наличии продуктов нужно составить суточную диету (определить количество каждого продукта, которое необходимо потреблять каждому субъекту), которая содержит определенное количество каждого из m питательных веществ, содержащихся в продуктах. Потребность человека в i-м питательном веществе составляет не менее bi (
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). Известна матрица питательности 
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Составить наиболее экономный рацион, отвечающий медицинским нормам потребления питательных веществ.
Решение. Обозначим через 
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 количество j-го продукта в диете.

Для составления математической модели внесем все данные и xj в таблицу вида:

	Вид продукта

Вид питатель-

ного вещества
	1
	(
	j
	(
	n
	Минимальное количество питательных веществ в диете

	1
	a11
	(
	a1j
	(
	a1n
	b1
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	m
	am1
	(
	amj
	(
	amn
	bm

	Стоимость единицы 
j-го продукта
	c1
	(
	cj
	(
	cn
	

	Количество единиц 
j-го продукта в диете
	x1
	(
	xj
	(
	xn
	


Цель задачи (целевая функция) – минимизировать стоимость диеты:
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(1.4)
Система ограничений включает в себя ограничения по медицинским нормам потребления питательных веществ:
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(1.5)

а также условия неотрицательности переменных
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(1.6)

которые следуют из условия задачи.

(1.4)–(1.6) – математическая модель задачи.
1.3. Задача о раскрое

В  качестве  сырьевого материала поступают на обработку 10-ме​тровые бревна. Из них требуется изготовить 50 изделий. Для каждого изделия необходимо изготовить 2 заготовки по 6 м, 3 – по 4 м, 4 – по 3 м. Определить план раскроя, при котором отходы от раскроя были бы наименьшими.

Решение. Составим математическую модель.

Из условия следует, что для 50 изделий требуется изготовить:

по 6 м – 2(50 = 100 заготовок,

по 4 м – 3(50 = 150 заготовок,

по 3 м – 4(50 = 200 заготовок.

Составим таблицу способов раскроя и отходов от раскроя одного бревна:

	Вариант раскроя
	Количество заготовок
(из одного бревна) по
	Отходы от раскроя одного бревна

	
	6 м
	4 м
	3 м
	

	1
	1
	0
	1
	1

	2
	1
	1
	0
	0

	3
	0
	2
	0
	2

	4
	0
	1
	2
	0

	5
	0
	0
	3
	1


Действительно, раскраивая первым вариантом 10-метровое бревно, мы получаем отходы в 1 м.

[image: image25]
Обозначим через xi – количество бревен, раскроенных i-м вариантом. Тогда

Х = (х1, х2, х3, х4)T – план распила.
Цель задачи – минимизировать отходы.

При распиле одного бревна по первому варианту получаем отходы в 1 м, тогда
1( х1 – отходы от распила х1 бревен по первому варианту.

Аналогично

0( х2 – отходы от распила х2 бревен по второму варианту,

2( х3 – отходы от распила х3 бревен по третьему варианту,

0( х4 – отходы от распила х4 бревен по четвертому варианту,

1( х5 – отходы от распила х5 бревен по пятому варианту.

Тогда общие отходы выразятся функцией

Z = 1(x1 + 0(x2 + 2(x3 + 0(x4 + 1(х5 ( min
и их нужно минимизировать.
Количество заготовок по 6 м при плане Х составляет

1(x1 + 1(x2 + 0(x3 + 0(x4 + 0(х5,
и оно не может быть меньше 100. Получаем ограничение

1(x1 + 1(x2 + 0(x3 + 0(x4 + 0(х5 ( 100.
Аналогично для заготовок по 4 и 3 м получаем ограничения

0(x1 + 1(x2 + 2(x3 + 1(x4 + 0(х5 ( 150,
1(x1 + 0(x2 + 0(x3 + 2(x4 + 3(х5 ( 200.
Очевидно, что 
[image: image26.wmf])
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, так как количество распиленных бревен по i-му варианту не может быть отрицательным числом.
Итак, получаем математическую модель задачи:

Z = x1 + 2x3 + х5 ( min
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1.4. Транспортная задача

В двух пунктах отправления A и B находится соответственно 250 и 190 т горючего. В пункты 1, 2, 3 требуется доставить соответственно 200, 100 и 140 т горючего. Стоимости перевозки тонны горючего из пункта A в пункты 1, 2, 3 составляют соответственно 6, 10 и 14 у.е., а из пункта B – 12, 15, 2 у.е.
Составить план перевозок горючего так, чтобы общая сумма транспортных расходов была наименьшей.

Решение. Составим математическую модель.

Внесем исходные данные в транспортную таблицу.

	 bj
ai
	Потребности

	
	200
	100
	140

	Запасы
	250
	6
	10
	14

	
	190
	12
	15
	2


Обозначим через xij – количество горючего, перевезенное от i-го поставщика j-му потребителю (i = 
[image: image29.wmf]2
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; j = 
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Тогда матрица
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 – план перевозок.
Заметим, что размеры этой матрицы совпадают с размерами данной матрицы затрат:
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Заметим также, что сумма горючего по всем заявкам равна сумме всех запасов, т.е.
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Действительно,
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Это означает, что все горючее будет вывезено от поставщиков, и все заявки будут выполнены.

Очевидно, что 
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Неотрицательные переменные 
[image: image37.wmf]ij
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 должны удовлетворять следующим условиям:

1. Суммарное количество горючего, направляемого из каждого пункта отправления, должно быть равно запасу груза в данном пункте. Это дает два условия-равенства:

x11 + x12 + x13 = 250,

x21 + x22 + x23 = 190.
2. Суммарное количество груза, доставляемого в каждый пункт назначения, должно быть равно заявке, поданной данным пунктом.
Получаем 3 условия-равенства:

x11 + x21 = 200,

x12 + x22 = 100,

x13 + x23 = 140.
3. Суммарная стоимость всех перевозок, т.е. сумма величин xij, умноженных на соответствующие стоимости cij, должна быть минимальной.

Z = 6x11 + 10x12 + 14x13 + 12x21 + 15x22 + 2x23 ( min.
Итак, получим математическую модель транспортной задачи (ТЗ):
Z = 6x11 + 10x12 + 14x13 + 12x21 + 15x22 + 2x23 ( min
при ограничениях:
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1.5. Вопросы для самопроверки

1. Предмет математического программирования.

2. Понятие математической модели.

3. Постановка задачи оптимального производственного планирования. Математическая модель.

4. Задача о диете. Постановка и математическая модель.

5. Задача о раскрое. Постановка и математическая модель.

6. Транспортная задача. Постановка и математическая модель.

2. Различные формы модели задачи линейного программирования
В зависимости от особенностей системы ограничений все постановки основной задачи линейного программирования (ЗЛП) укладываются в три основные формы: стандартную, каноническую, общую.

2.1. Формулировка основной задачи линейного программирования

2.1.1. Общая форма модели

Общая форма модели ЗЛП характеризуется следующим образом:

Найти совокупность значений n переменных 
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, удовлетворяющих системе ограничений:
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и условиям неотрицательности:
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для которых линейная функция (целевая функция)
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достигает экстремума (максимума или минимума).

2.1.2. Стандартная форма модели

Стандартная форма модели имеет вид:
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Если ввести в рассмотрение матрицу:
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то матричная форма стандартной модели примет вид:
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Задачу ЛП в стандартной форме удобно решать графически, если число переменных равно двум (
[image: image54.wmf]2
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2.1.3. Каноническая форма модели

Каноническая форма модели имеет вид:
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Матричная форма модели:
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2.2. Понятие допустимого решения, области допустимых решений, оптимального решения задачи линейного программирования 
Определение 2.1. Вектор 
[image: image63.wmf]X

, удовлетворяющий системе ограничений ЗЛП, в том числе и условиям неотрицательности, если они имеются, называется допустимым решением ЗЛП.
Определение 2.2. Совокупность всех допустимых решений образует область допустимых решений (ОДР) ЗЛП.

Определение 2.3. Допустимое решение, для которого целевая функция достигает максимума (или минимума), называется оптимальным решением. Будем обозначать оптимальное решение
[image: image64.wmf]*
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2.3. Переход от задачи минимизации целевой функции к задаче максимизации

Задача минимизации целевой функции Z легко может быть сведена к задаче максимизации функции Z1 при тех же ограничениях путем введения функции

[image: image65.wmf]Z
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Обе задачи имеют одно и то же решение 
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Проиллюстрируем этот факт графически на примере функции одной переменной (рис. 2.1).
Функция 
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 представляет собой зеркальное отражение функции 
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 относительно оси ОХ, ее максимум достигается в той же точке 
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X

, что и минимум функции 
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Рис. 2.1. 
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 и достигается в точке 
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2.4. Переход от одной формы модели задачи линейного программирования к другой
2.4.1. Переход к канонической форме модели

Пусть исходная ЗЛП задана в стандартной форме
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Преобразуем ее к каноническому виду. Для того чтобы неравенства типа 
[image: image80.wmf]£

 преобразовать в равенства, к их левым частям прибавим дополнительные (балансовые) неотрицательные переменные 
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, после чего система ограничений примет вид:
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Дополнительные (балансовые) переменные 
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Каноническая форма модели примет вид:


[image: image86.wmf]å

å

=

=

+

®

×

+

=

n

j

m

i

i

n

j

j

x

x

c

Z

1

1

max

0




(2.4)
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,

1

(

1

m

i

b

x

x

a

n

j

i

i

n

j

ij

=

=

+

å

=

+

,


(2.5)




[image: image88.wmf])

,

1

(

0

m

n

j

x

j

+

=

³

.




(2.6)

Пример 2.1. При производстве двух видов изделий (А и В) предприятие использует 4 вида ресурсов. Нормы расхода ресурсов на производство единицы продукции, объем ресурсов, а также прибыль от реализации единицы продукции приведены в таблице:

	Вид ресурса
	Нормы затрат ресурсов
	Объем
ресурса

	
	А
	В
	

	1
	2
	3
	20

	2
	3
	1
	15

	3
	4
	0
	16

	4
	0
	3
	12

	Прибыль
	5
	3
	


Определить оптимальный план производства продукции, обеспечивающий предприятию максимальную прибыль.

Составить математическую модель задачи и привести ее к каноническому виду.

Решение. Обозначим через 
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 план выпуска продукции. Модель задачи примет вид:
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Модель записана в стандартной форме.

Перейдем к модели в каноническом виде. Введем балансовые неотрицательные переменные 
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5

4

3

,

,

,

x

x

x

x

, которые прибавим к левым частям ограничений-неравенств. В целевую функцию все дополнительные переменные введем с коэффициентами, равными нулю. Получим каноническую форму модели:


[image: image92.wmf]max,

0

0

0

0

3

5

6

5

4

3

2

1

®

×

+

×

+

×

+

×

+

+

=

x

x

x

x

x

x

Z



[image: image93.wmf]).
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Отметим экономический смысл дополнительных переменных. Очевидно,
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т.е. дополнительная переменная 
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2.4.2. Переход от канонической формы модели задачи линейного программирования к стандартной
Пусть ЗЛП задана в канонической форме:
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Первый способ

Каждое ограничение-равенство может быть заменено эквивалентной системой неравенств:
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Неравенства 
[image: image105.wmf]å
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 умножением обеих частей на –1 превращаются в неравенство: 
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Второй способ

Предположим, в системе ограничений:
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канонической формы модели 
[image: image108.wmf]n
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, например методом Жордана–Гаусса, если векторы-столбцы коэффициентов при этих неизвестных линейно независимы:







[image: image111.wmf]å

+

=

a

-

b

=

n

m

j

j

ij

i

i

x

x

1



[image: image112.wmf])

,

1

(

m

i

=

.
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В этом случае 
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 являются базисными переменными, а 
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 – свободные переменные.

Целевую функцию также выразим через свободные переменные, подставив значения 
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 из равенств (2.7) в функцию цели.

В результате преобразования получим:
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так как 
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Стандартная форма модели ЗЛП примет вид:
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3. Графический метод решения ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
Рассмотрим графический метод решения ЗЛП в стандартной форме с двумя переменными.
Найти вектор 
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, удовлетворяющий системе ограничений:
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для которого функция цели Z = c1x1 + c2x2 достигает максимума.

Графический метод решения ЗЛП условно можно разбить на два этапа:

1) построение области допустимых решений (ОДР) ЗЛП;
2) нахождение среди всех точек ОДР такой точки 
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, в которой целевая функция 
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 принимает максимальное значение.

Перейдем к рассмотрению этих этапов.

Этап 1

3.1. Геометрическая интерпретация множества решений линейного неравенства

Рассмотрим неравенство:
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Известно, что точки, координаты которых удовлетворяют уравнению 
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, лежат на прямой. Назовем эту прямую граничной. Граничная прямая разбивает плоскость на две полуплоскости. Координаты точек одной полуплоскости удовлетворяют исходному неравенству 
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, а другой полуплоскости – неравенству 
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. Следовательно, геометрической интерпретацией множества решений линейного неравенства является полуплоскость, лежащая по одну сторону от граничной прямой, включая прямую.

Чтобы определить искомую полуплоскость, нужно взять какую-либо точку, не принадлежащую граничной прямой, и проверить, удовлетворяют ли ее координаты данному неравенству.

Если координаты взятой точки удовлетворяют данному неравенству, то искомой является та полуплоскость, которой эта точка принадлежит, в противном случае – другая полуплоскость.

Пример 3.1. Геометрической интерпретацией решений неравенства 
[image: image134.wmf]6

3

2

2

1

£

+

x

x

 является полуплоскость, изображенная на рис. 3.1 стрелками.
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Рис. 3.1. Геометрическая интерпретация решений линейного 
неравенства

В неравенстве 
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 заменим знак неравенства знаком точного равенства и построим соответствующую прямую 
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. Эта прямая делит плоскость на две полуплоскости. Так как точка О(0,0) удовлетворяет неравенству 
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, то областью решения данного неравенства является полуплоскость, которой принадлежит эта точка.
3.2. Геометрическая интерпретация множества решений системы линейных неравенств

Пусть дана система линейных неравенств с двумя неизвестными:
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Общая часть (пересечение) всех полуплоскостей, соответствующих всем неравенствам, будет представлять собой ОДР системы линейных неравенств.

3.3. Возможные случаи области допустимых решений
На рис. 3.2 представлены возможные ситуации, когда ОДР ЗЛП – выпуклый многоугольник (а), неограниченная выпуклая многоугольная область (б), единственная точка (в), пустое множество (г), прямая линия (д), луч (е), отрезок (ж).
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Рис. 3.2. Возможные случаи ОДР
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Рис. 3.2 (окончание)
Пример 3.2. Построить ОДР системы линейных неравенств:
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Решение. В неравенствах системы и условиях неотрицательности (
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) переменных знаки неравенств заменим на знаки равенств:
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Построим полученные прямые, найдем соответствующие неравенствам полуплоскости и их пересечение.

Итак, ОДР системы линейных неравенств является выпуклый многоугольник ABCDE.
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Рис. 3.3. Область допустимых решений системы линейных 
неравенств многоугольник АВСDE
Этап 2
Теперь предположим, что ОДР найдена. Перейдем к следующему этапу графического метода решения ЗЛП. Покажем, как среди всех точек ОДР найти такую точку, в которой функция цели имеет максимальное значение. Для этого рассмотрим функцию цели:
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Из курса высшей математики известно, что уравнение 
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 при фиксированном значении Z определяет прямую, а при изменении значения Z – семейство параллельных прямых. Для всех точек, лежащих на одной из прямых, функция Z принимает одно и то же значение. Поэтому указанные прямые называются линиями уровня для функции Z.

Вектор 
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называется градиентом функции Z. Он перпендикулярен линиям уровня и показывает направление наибольшего возрастания функции Z. Так как 
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Изобразим на одном чертеже ОДР, градиент и одну из линий уровня (например, 
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) и будем перемещать линию уровня по ОДР параллельно самой себе в направлении вектора 
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grad

 до тех пор, пока она не пройдет через последнюю (крайнюю) ее общую точку с ОДР. Координаты этой точки и являются оптимальным решением данной задачи. Будем обозначать оптимальное решение 
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, а координаты оптимального решения (плана) 
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. Для их нахождения необходимо решить систему линейных уравнений, соответствующих прямым, пересекающимся в точке оптимума. Подставив координаты 
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Рис. 3.4. Функция Z принимает максимальное значение в точке М
Пусть, например, выпуклый многоугольник ABMCD является ОДР, а 
[image: image169.wmf]Z
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 расположен так, как изображено на рис. 3.4. Тогда 
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 принимает максимальное значение в точке 
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Пример 3.3. Решить графически:
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Решение. Построим ОДР. Как известно, областью решения линейного неравенства с двумя переменными является полуплоскость, лежащая по одну сторону от граничной прямой; уравнение этой прямой получится, если заменить знак неравенства знаком равенства. Так, для первого неравенства уравнение граничной прямой имеет вид:
5x1 – 2x2 = 4.

Для построения прямой удобно привести уравнение к виду:
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где a и b – отрезки, отсекаемые соответственно на осях OX1 и OX2.

Имеем:
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(I)
Для того чтобы определить расположение полуплоскости относительно граничной прямой, подставим координаты какой-либо точки (например, O(0;0)) в левую часть неравенства. Так как координаты точки не удовлетворяют первому неравенству (5( 0 –     – 2( 0 < 4), то ОДР не включает начало координат. Поступая аналогично со 2 и 3-м неравенствами, получим:






2x1 + 5x2 = 4,
либо
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(II)





3x1 + 2x2 = 12
либо
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(III)
Начало координат принадлежит области решений 3-го неравенства (0<12) и не принадлежит области решений 2-го неравенства (0>4 – неверно).

Очевидно, областью решений трех неравенств является общая область полуплоскостей, ограниченных граничными прямыми (I), (II), (III).
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Рис. 3.5. ОЗЛП имеет единственное решение
Принимая во внимание условия неотрицательности переменных (
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), получим в качестве ОДР заштрихованный выпуклый четырехугольник ABCD.
Далее обратимся к целевой функции 
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. Выразим и построим в той же системе координат вектор
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и линию уровня, соответствующую значению Z = 0 (прямую, проходящую через начало координат перпендикулярно к вектору 
[image: image186.wmf]Z

grad

). Перемещая линию уровня параллельно самой себе в направлении вектора 
[image: image187.wmf]c

 до тех пор, пока она будет сохранять общие точки с ОДР, найдем, что в крайнем возможном положении линия уровня пройдет через точку B. Этому положению линии уровня и соответствует Z = Zmax.
Для нахождения координат точки B необходимо совместно решить систему уравнений граничных прямых (I) и (III):
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В результате получим: x1 = 2, x2 = 3. Подставляя эти значения в целевую функцию, найдем Zmax = 2 + 2(3 = 8.
Ответ: 
[image: image189.wmf]*
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 = (2; 3),
Zmax = 8.
Пример 3.4. Решить графически:
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Решение. Как и в предыдущем примере, построим ОДР. Уравнения 1 и 2-й граничных прямых приведем к виду:
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Уравнение 3-й граничной прямой не может быть приведено к подобному виду. Очевидно, прямая проходит через начало координат. Для ее построения достаточно найти еще одну точку, принадлежащую прямой. Положив, например, x2 = 1, получим x1 = 3.
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Рис. 3.6. Неограниченность целевой функции сверху 
и альтернативный минимум
Видим, что ОДР – выпуклая неограниченная область (рис. 3.6). Далее построим вектор 
[image: image199.wmf]Z
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 = 
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i

2

3

+

 и линию уровня, проходящую через начало координат. При параллельном переносе линии уровня в направлении вектора 
[image: image201.wmf]Z

grad

 замечаем, что такое перемещение можно производить неограниченно. Следовательно, функция Z не имеет решения из-за неограниченности целевой функции.
Пример 3.5. В условии задачи примера 3.4 найти минимальное значение функции Z.
Решение. Для решения воспользуемся построенными в примере 3.4 ОДР, 
[image: image202.wmf]Z
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 и линией уровня.
При нахождении Zmin линию уровня будем перемещать параллельно самой себе в направлении вектора 
[image: image203.wmf]Z

grad

 до первой точки, общей с областью допустимых решений. В данном случае такими точками являются все точки отрезка AB.

Для аналитического выражения 
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 необходимо определить решения 
[image: image205.wmf]*

1

X

 и 
[image: image206.wmf]*

2

X

, соответствующие вершинам A и B.
Решая совместно 1- и 3-е уравнения
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найдем 
[image: image208.wmf]*
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 = (3; 1)T, соответствующее точке A.

Решение
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 = (1; 4)T, соответствующее точке B, определяется из системы:
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Уравнение отрезка, соединяющего точки 
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Подставив в это уравнение найденные оптимальные решения, получим формулу для определения любого оптимального решения (общее решение):
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 = (1 – t) (3; 1)T + t(1; 4)T,
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или после выполнения действий над векторами:
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Придавая параметру t любые числовые значения от 0 до 1, будем получать различные оптимальные решения.
Для определения значения Zmin достаточно подставить в выражение функции Z координаты точки A или B, либо, в качестве проверки, можно подставить координаты 
[image: image217.wmf]*
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. Имеем:

Z(A) = 3(3 + 2(1 = 11,
или Z(
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) = 3((3 – 2t) + 2((1 + 3t) = 11.

Ответ:

[image: image219.wmf]*

X

 = (3 – 2t; 1 + 3t)T,


[image: image220.wmf]1

0

£

£

t

,









 Zmin = 11.
3.4. Возможные случаи при решении задачи линейного программирования
При нахождении ЗЛП возможны случаи:

1. Решение существует и единственное.
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Рис. 3.7. Единственное решение ОЗЛП
2. Решение существует, но не единственное.













Сторона BC многоугольника
OABCD параллельна прямой
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резка BC.
Рис. 3.8. Задача на альтернативный оптимум
В этом случае говорят, что имеет место альтернативный оптимум. Решение записывается в виде:
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3. Задача не имеет решения:
а) целевая функция задачи не ограничена.
Перемещая линию уровня в направлении, указанном стрелкой, можно получить сколь угодно большое значение целевой функции. Допустимая область, изображенная на рис. 3.9, является открытой.

Рис. 3.9. Функция Z не ограничена сверху
б) область допустимых решений есть пустое множество.



Рис. 3.10. ОДР – пустое множество
3.5. Вопросы для самопроверки

1. Запишите основную ЗЛП в общем виде.

2. Запишите модель ЗЛП в стандартной и канонической формах. Матричная форма моделей.

3. Как сводится задача минимизации целевой функции к задаче максимизации?

4. Какова геометрическая интерпретация решения линейных неравенств с одной, двумя, тремя переменными?

5. Что называется допустимым решением и ОДР задачи математического программирования?

6. Какова геометрическая интерпретация решения системы линейных неравенств с двумя переменными?

7. Постройте линию уровня целевой функции 
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, соответствующую значению 
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8. Чем определяется направление скорейшего возрастания целевой функции? Постройте 
[image: image230.wmf] 
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9. Что называется оптимальным решением ЗЛП?

10. Какие случаи возможны при нахождении ОДР?
11. Как выражается оптимальное решение при наличии альтернативного оптимума?
12. Какие случаи возможны при решении ЗЛП?

4. СИМПЛЕКС-МЕТОД
4.1. Решение систем линейных алгебраических уравнений методом Жордана–Гаусса

Метод Жордана–Гаусса, или метод последовательного исключения неизвестных, является модификацией метода Гаусса решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Он также базируется на так называемых элементарных преобразованиях (преобразованиях, переводящих систему в эквивалентную), к которым относятся:

· прибавление к обеим частям одного уравнения системы другого уравнения той же системы, умноженного на некоторое число, отличное от нуля;

· перестановка местами уравнений в системе;
· удаление из системы уравнений вида 0 = 0.

В отличие от метода Гаусса в методе Жордана–Гаусса на каждой итерации одна из переменных исключается из всех уравнений системы, кроме одного (а не только расположенных ниже, как в методе Гаусса).

Суть метода состоит в том, что, рассмотрев какое-либо уравнение системы (например, первое), а в нем неизвестное с коэффициентом, отличным от нуля (этот коэффициент называется разрешающим элементом), и разделив это уравнение на разрешающий элемент, с помощью первого уравнения исключают это неизвестное из всех уравнений, кроме первого. Далее выбрав, например, во втором уравнении другое неизвестное с коэффициентом, отличным от нуля, и разделив на него второе уравнение, с помощью второго уравнения исключают другое неизвестное из всех уравнений, кроме второго, и т.д., т.е. с помощью одного уравнения производят полное исключение одного неизвестного. Процесс продолжают до тех пор, пока не будут использованы все уравнения.

Рассмотрим систему:
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Расчеты по методу последовательных исключений будем проводить в таблицах Гаусса. В исходной таблице запишем расширенную матрицу системы, дополнив ее последним, контрольным столбцом, элементы которого получены путем суммирования по строкам таблицы:
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Каждый шаг метода начинается (как мы говорили ранее) с выбора разрешающего элемента. Пусть, например, в качестве разрешающего элемента выбран элемент 
[image: image234.wmf]0
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, тогда r-cтрока, в которой расположен разрешающий элемент, называется разрешающей строкой, а s-столбец – разрешающим столбцом.

Переход к новой таблице осуществляется по следующим правилам:

1) элементы разрешающей r-строки вычисляются так:
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(4.1)

2) все элементы разрешающего столбца, кроме 
[image: image236.wmf],
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 станут равными нулю;

3) элементы, не принадлежащие разрешающей строке и разрешающему столбцу, вычисляются по формуле:
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(4.2)
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После вычисления последнего, контрольного элемента в каждой строке производится сравнение его с суммой элементов соответствующей строки. Если эти суммы не совпадают, то ошибки надо искать в данной строке.
В ходе применения метода Жордана–Гаусса возможны следующие случаи:

1. В процессе исключений левая часть уравнения системы обращается в ноль, а правая часть равна некоторому числу b, отличному от нуля, т.е. получаем равенство:
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Это означает, что система уравнений не имеет решения, так как полученному уравнению не могут удовлетворять никакие значения неизвестных 
[image: image239.wmf]n
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2. Левая и правая части какого-либо уравнения обращаются в нуль (0 = 0) . Это означает, что это уравнение является линейной комбинацией остальных, ему удовлетворяет любое найденное решение системы, поэтому оно может быть отброшено.

3. После того, как все уравнения использованы для исключения неизвестных, придем к таблице, либо содержащей искомое решение, либо показывающей несовместность системы ограничений.

Рассмотрим применение метода Жордана–Гаусса на примерах решения СЛАУ.

Пример 4.1. Решить методом Жордана–Гаусса систему
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Решение. Запишем в таблицу Гаусса расширенную матрицу системы, и в последний, контрольный столбец поместим суммы элементов соответствующих строк.

На первом шаге за разрешающий элемент можно выбрать любой элемент 
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. Выберем 
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Разделим разрешающую строку на разрешающий элемент. Элементы первой, разрешающей строки в этом случае останутся без изменения. После исключения неизвестного 
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 из всех уравнений системы (кроме первого уравнения) разрешающий столбец (шаг 1) примет вид:
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.  При этом переменная 
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 называется базисной.
Остальные элементы пересчитываем по формуле (4.2). Так, например, 
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На втором шаге за разрешающий элемент выбран 
[image: image250.wmf]1
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. Последняя строка, состоящая из нулей, исключена из дальнейшего рассмотрения.

На следующем шаге за разрешающий элемент выбран 
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 и в результате получена таблица, дающая решение исходной системы. В самом деле, ей соответствует система уравнений:
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 или  
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Ответ.
Задача имеет единственное решение:
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Пример 4.2. Исследовать и решить систему уравнений:
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Решение.
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На втором шаге два последних уравнения обратились в тождественные равенства 0 = 0. Исключаем их из дальнейшего рассмотрения. Первым двум строкам соответствует система уравнений:
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которая эквивалентна исходной.

Так как число неизвестных больше числа уравнений, то система является неопределенной. Ее общее решение имеет вид:
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где 
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любые действительные числа.

Переменные 
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 являются свободными, а переменные 
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базисными.

Так как свободные переменные могут принимать любые значения, то система имеет бесчисленное множество решений.

Полагая значения свободных переменных равными нулю 
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Полученное таким образом решение:
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называется базисным решением системы.

Ответ. Задача имеет бесчисленное множество решений:
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где 
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произвольные действительные числа.
Заметим, что в примере 4.2 в качестве разрешающих элементов можно было взять другие элементы системы и, используя метод Жордана–Гаусса (преобразования Жордана–Гаусса), привести систему к базисному виду с другим базисом. В данном примере можно было взять в качестве базисных переменных:

(x1, x2), (x1, x3), (x1, x4), (x2, x3), (x2, x4), (x3, x4).
4.2. Опорное решение. Переход от одного опорного решения к другому
Определение 4.1. Неотрицательное базисное решение СЛАУ называется опорным решением.
Пример 4.3. Базисное решение

X = (0, 2, 0, 1)T
системы уравнений примера 4.2. является опорным, так как все его компоненты неотрицательны.

Не всякое базисное решение является опорным. Например, вектор

X = (2/3, 0, 0, –1/3)T
является базисным решением этой же системы, но не является опорным, так как –1/3<0.

Встает вопрос: как, зная одно опорное решение, перейти от него к другому? Каким условиям должен удовлетворять разрешающий элемент в преобразованиях Жордана–Гаусса, чтобы от одного неотрицательного базисного решения перейти к другому неотрицательному базисному решению?
Таких условий два:

1) разрешающий столбец (s-столбец) выбирается так, чтобы в нем оказался хотя бы один положительный элемент;

2) разрешающая строка (r-строка) выбирается следующим образом: составляют неотрицательные отношения 
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 и выбирают из них наименьшее, т.е.
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Преобразование Жордана–Гаусса с разрешающим элементом, выбранным по данному правилу, называют симплексным преобразованием.

Покажем, что симплексное преобразование переводит неотрицательное базисное решение в неотрицательное базисное решение.
Пусть найдено опорное решение:
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соответствующее таблице:
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Здесь все bi ( 0.
И пусть, например, среди коэффициентов ain 
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т.е. выберем akn разрешающим элементом. Выполнив шаг симплексных преобразований с разрешающим элементом akn, получим новое базисное решение
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Убедимся, что все 
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В самом деле, согласно правилам преобразований Жордана–Гаусса имеем:

а) для разрешающей строки (i = k):
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б) для остальных строк (i ( k) имеем:
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Если ain( 0, то 
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Если ain< 0, то 
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Если ain= 0, то, очевидно, 
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Итак, показано, что все свободные члены преобразованной системы останутся неотрицательными, т.е. новое базисное решение будет опорным.
4.3. Идея симплекс-метода

Симплекс-метод (метод последовательного улучшения плана) является универсальным методом решения задач линейного программирования. Впервые он был предложен американским ученым Дж. Данцигом в 1949 г. и подробно развит в 1956 г. Данцигом, Фордом, Фулкерсоном и др.
В основе симплекс-метода лежит следующая теорема.

Теорема 4.1. Если задача линейного программирования имеет оптимальное решение, то оно совпадает, по крайней мере, с одним из опорных решений системы ограничительных уравнений [5, с. 191].

Из теоремы следует принципиальная схема решения ЗЛП:

1. Нахождение опорного решения системы ограничений.

2. Проверка его на оптимальность в соответствии с критерием оптимальности.

3. Переход в случае необходимости к новому, «лучшему» опорному решению, т.е. в симплекс-методе осуществляется идея целенаправленного перебора опорных планов (решений), идея последовательного улучшения плана.
Посмотрим, как реализуется эта идея для задачи линейного программирования вида:
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Z = c1x1 + ( + cnxn (min).
4.4. Критерий оптимальности опорного решения задачи линейного программирования

Как было изложено выше, опорное решение системы линейных алгебраических уравнений ( системы (*) ограничений задачи линейного программирования) можно найти с помощью шагов преобразований Жордана–Гаусса. Возникает вопрос: а каков критерий оптимальности опорного решения?
Пусть система (*) приведена к базисному виду с неотрицательными свободными членами и при этом целевая функция выражена только через свободные переменные (не нарушая общности можно считать базисными переменными 
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 – свободными). Тогда условия задачи могут быть записаны в виде таблицы:
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Здесь все 
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. Рассмотрим коэффициенты Z-строки. Может оказаться:
а) все rj ( 0.
В этом случае найденное опорное решение является оптимальным. В самом деле, значение целевой функции
Z = 0(x1 + 0(x2 + ( + 0(xm + r1xm + ( + rsxs + ( + rn-mxn – q
в этом опорном решении
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Если перейти к другому опорному решению, введя в базис любую переменную 
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. Следовательно, переход к другому опорному плану нецелесообразен, он приводит к увеличению значения целевой функции;
б) среди коэффициентов rj
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 имеется хотя бы один отрицательный, например, rs<0. В этом случае, очевидно, уже нельзя утверждать, что 
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 является оптимальным решением. Действительно, если решение существует, то, выбрав по соответствующим правилам (см. переход от одного опорного плана к другому) разрешающий элемент 
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Но тогда значение функции уменьшится. Действительно,
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т.е. если хотя бы один из коэффициентов rs<0, то соответствующее опорное решение не является оптимальным.
Итак, критерием оптимальности опорного решения является неотрицательность коэффициентов Z-строки при свободных неизвестных (и при этом Zmin = –q).

4.5. Алгоритм симплекс-метода

1. Запишем условия задачи:
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в виде таблицы, которую будем называть симплекс-таблицей. В левом столбце записываются базисные переменные (БП).

	БП
	x1
	(
	xn
	Свободный член

	
	a11
	(
	a1n
	b1

	
	(
	(
	(
	(

	
	am1
	(
	amn
	bm

	Z
	c1
	(
	cn
	0


2. С помощью шагов Жордана–Гаусса найдем первоначальный опорный план, т.е. преобразуем таблицу так, чтобы система уравнений была приведена к базисному виду с неотрицательными свободными членами. При этом функция цели должна быть выражена только через свободные неизвестные. Не нарушая общности, можно считать, что базисными переменными являются 
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В данной таблице 
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Полагая свободные неизвестные 
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, получаем из таблицы неотрицательное базисное решение (опорный план)
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3. Анализируем строку коэффициентов при свободных неизвестных, т.е. вектор 
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Если 
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, то соответствующее опорное решение является оптимальным, 
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Если среди компонент вектора 
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 имеется хотя бы одна отрицательная, то полученный опорный план не является оптимальным. Необходимо перейти к новому опорному плану.

4. Для перехода к новому опорному плану выбираем максимальную по модулю отрицательную компоненту вектора 
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Если все коэффициенты 
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, то задача не имеет решения из-за неограниченности целевой функции 
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Если среди коэффициентов 
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 есть хотя бы один положительный, то s-столбец выбираем разрешающим и переходим к п. 5.


5. Для выбора разрешающей строки составляем неотрицательные отношения
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и выбираем среди них наименьшее:
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Таким образом, определилась разрешающая k-я строка и разрешающий элемент 
[image: image339.wmf]ks
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6. Выполняем шаг преобразований Жордана–Гаусса с разрешающим элементом 
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Замечание. Если 
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 достигается для нескольких строк, то за разрешающую строку можно принять любую из них, при этом в новом опорном плане значения некоторых базисных переменных станут равными нулю, т.е. получаем вырожденный опорный план.
4.6. Признак неограниченности целевой функции

Как было показано при графическом решении ЗЛП, возможны случаи, когда функция цели Z при решении задачи на минимум не ограничена снизу. Этот случай легко выявить при решении задачи симплекс-методом.

Пусть среди компонент вектора r в симплекс-таблице, соответствующей какому-либо опорному плану, имеется хотя бы одна отрицательная компонента, например 
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 Покажем, что в этом случае ЗЛП не имеет решения вследствие неограниченности функции цели Z.

Пусть система ограничений 
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 ЗЛП приведена к базисному виду:
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где 
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, а целевая функция будет выражена через свободные переменные следующим образом:
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причем 
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Положив значения всех свободных переменных, кроме 
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где 
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Так как 
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, можно уменьшить значение целевой функции.

Очевидно, что этой переменной 
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 а значения всех остальных переменных остаются неотрицательными. Действительно:
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Вывод. Признаком неограниченности снизу функции Z в области допустимых решений является наличие хотя бы одного столбца неположительных коэффициентов системы ограничений, соответствующего компонентам 
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 исследуемого опорного плана в симплекс-таблице.
4.7. Примеры решения задач симплекс-методом

Пример 4.4. Фирма выпускает изделия четырех типов. При этом используется сырье двух видов, запасы которого соответственно 1200 и 1000 единиц. Нормы расхода сырья на изготовление каждого типа продукции, а также доход, полученный от выпуска единицы каждого типа продукции, заданы таблицей:
	Сырье
	Нормы расхода
	Объем
ресурсов

	
	I
	II
	III
	IV
	

	1
	 4
	2
	1
	 4
	1200

	2
	 1
	5
	3
	 1
	1000

	Доход
	15
	5
	3
	20
	


Составить план производства, обеспечивающий фирме наибольший суммарный доход.

Решение. Обозначим через 
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план выпуска продукции. Математическая модель задачи примет вид:
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Преобразуем ее к каноническому виду. Введем две дополнительные (балансовые) неотрицательные перемененные х5 и х6 и перейдем к функции Z1 = –Z. Модель примет вид:
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Поиск решения ЗЛП состоит из следующих этапов: нахождение первоначального опорного плана, проверка полученного опорного плана на оптимальность и переход от одного опорного плана к другому, если найденный опорный план не является оптимальным.

1. Запишем условия задачи в виде симплексной таблицы:

	БП
	Переменные
	Свободный

член

	
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	

	х5
	 4
	 2
	 1
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	1
	0
	1200

	х6
	 1
	 5
	 3
	 1
	0
	1
	1000

	Z1
	–15
	–5
	–3
	–20
	0
	0
	0


Так как все свободные члены неотрицательны, то таблица содержит первоначальный опорный план. Его получим, положив свободные переменные равными нулю:
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, при этом базисные переменные равны значениям соответствующих свободных членов. Имеем:
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2. Выпишем вектор r, компонентами которого являются коэффициенты при свободных переменных целевой функции:
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Все компоненты вектора r отрицательны, следовательно, первоначальный опорный план 
[image: image371.wmf]1
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не является оптимальным.

3. Выберем максимальную по модулю отрицательную компоненту вектора r:
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Ей соответствует четвертый столбец таблицы. Анализируем коэффициенты вектора-столбца коэффициентов при х4. Они положительны: а14 = 4 , а24 = 1. Есть возможность перейти к новому опорному плану, выведя из свободных переменных х4.
Выбираем четвертый столбец за разрешающий и переходим к п. 4.
4. Для выбора разрешающей строки составляем неотрицательные отношения
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и выбираем среди них минимальное значение:
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Разрешающей строкой будет первая, разрешающим элементом – элемент а14 = 4.

5. Выполняя симплексное преобразование с разрешающим элементом а14 = 4, придем к новой таблице:
	БП
	Переменные
	Свободный член

	
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	

	x4
	1
	1/2
	1/4
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	1/4
	0
	300

	х6
	0
	9/2
	11/4
	0
	–1/4
	1
	700

	Z1
	5
	5
	2
	0
	5
	0
	6000


Таблица содержит новый опорный план:
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Видим, что все компоненты вектора r = (5, 5, 2, 5) положительные, следовательно, этот опорный план является оптимальным, при этом Z1 min = – 6000.

Обратимся к исходной модели. В ней содержится 4 переменных и целевая функция Z = –Z1. Оптимальным решением исходной задачи будет:

[image: image377.wmf]Т

X

)

300

,

0

,

0

,

0

(

*

=

,

при этом Zmax = 6000.

Пример 4.5. Решить симплекс-методом задачу:
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при ограничениях:
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Решение. Необходимо перейти к минимизации целевой функции. Для этого введем в рассмотрение функцию Z1 = –Z. 
Тогда 
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В системе ограничений уже выделены базисные переменные х3 , х4 и х5. Теперь все исходные данные поместим в таблицу:
	БП
	Переменные
	Свободный член
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	 0
	0
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	 2
	 1
	0
	 1
	0
	9
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	 2
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	 0
	1
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	0


В клетку на пересечении Z1-стороки и столбца «Свободный член» запишем свободный член целевой функции с противоположным знаком. В данном случае он равен 0.

Приравняв свободные переменные нулю: х1 = х2 = 0, получим базисное решение системы ограничений:
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где
х3 = 5

х4 = 9,
х5 = 7.

Так как 
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, то базисное решение Х1 является опорным решением (планом) задачи. Итак, первоначальное опорное решение найдено.

Для проверки его на оптимальность выразим функцию цели Z1 через свободные переменные х1 и х2. Для исключения переменной х3 из функции цели Z возьмем за разрешающий элемент а13 = 1 в третьем столбце предыдущей таблицы. Сделав один шаг преобразований Жордана–Гаусса, придем к таблице вида:
	БП
	Переменные
	Свободный член
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	 1
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	 9

	
[image: image400.wmf]5

x


	 1
	 2
	0
	 0
	1
	 7

	
[image: image401.wmf]1

Z


	–3
	–2
	0
	–1
	1
	–5


Сделав аналогично еще два шага исключения неизвестных х4 и х5 из функции цели Z1, придем к таблице:

	БП
	Переменные
	Свободный член
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	x5
	1
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	1
	7
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Из таблицы видно, что
Z1(Х(1)) = 3, r = (–2; –3)

Так как условие 
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не выполняется, то полученный опорный план Х(1) не является оптимальным.

Необходимо перейти к новому опорному плану, для которого значение функции уменьшится. Для перехода к следующему опорному плану нужно одну из свободных переменных: (х1 либо х2) перевести в базис, а одну из базисных (х3, либо х4, либо х5) перевести в свободные. Выбор свободной переменной, вводимой в базис, определяется максимальной по модулю отрицательной компонентой вектора r = (–2; –3).
Компоненте r2 = –3 соответствует в таблице переменная х2, которая вводится в базис, и второй столбец становится разрешающим.

Для выбора разрешающей строки вычислим
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Итак, третья строка стала разрешающей, а разрешающим элементом стал элемент а32 = 2. Сделав один шаг в симплекс- таблице, получим новое опорное решение:
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Это решение также не является оптимальным, так как вектор r = (–1/2; 3/2) имеет отрицательную компоненту:
	БП
	Переменные
	Свободный член

	
	x1
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	x3
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	–1/2
	3/2
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	3/2
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	11/2
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	1
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Значение же функции цели Z1 уменьшилось от значения Z1 = 3 до значения Z1 = –15/2 (напомним, что значение функции цели из таблицы берется с противоположным знаком).

Очевидно, что на следующем шаге необходимо в базис ввести переменную х1, соответствующую отрицательной компоненте r1 = –1/2, и первый столбец в последней таблице становится разрешающим. Для выбора разрешающей строки найдем:
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Минимальное значение из отношений соответствует первой строке. Сделав один шаг симплексных преобразований с разрешающим элементом а11 = 1/2, получим таблицу:

	БП
	Переменные
	Свободный член
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Из таблицы следует, что полученный опорный план:
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является единственным оптимальным планом задачи, так как r = (1; 1) > 0. При этом значение функции уменьшилось:
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Итак, решением исходной задачи является:
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а Zmax = –Z1 min = 9.
Пример 4.6. Решить симплекс-методом ЗЛП:
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[image: image435.wmf]).
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Решение. Особенностью данной задачи является то, что система ограничений не приведена к базисному виду, нет разграничения переменных на базисные и свободные (есть только одна базисная переменная х4). Поэтому прежде всего с помощью преобразований Жордана–Гаусса приведем систему к базисному виду. Для этого коэффициенты системы ограничений и целевой функции Z1 = –Z занесем в таблицу:

	БП
	Переменные
	Свободный член
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За разрешающий столбец выберем любой столбец, содержащий хотя бы один положительный элемент, например первый.
Выбор разрешающей строки осуществим по тому же правилу, что при переходе от одного опорного решения к другому. Это правило гарантирует, что свободные члены новой таблицы останутся неотрицательными.
Имеем:
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т.е. за разрешающую строку примем вторую и за разрешающий элемент а21 = 1. Выполнив шаг преобразований Жордана–Гаусса, придем к таблице:
	БП
	Переменные
	Свободный член

	
	
[image: image444.wmf]1

x


	
[image: image445.wmf]2

x


	
[image: image446.wmf]3

x


	
[image: image447.wmf]4

x


	

	
[image: image448.wmf]4

x


	0
	 2
	 2
	 1
	2

	
[image: image449.wmf]1

x


	1
	–1
	–1
	 0
	0

	
	0
	 
[image: image450.wmf]2


	 3
	 0
	1

	
[image: image451.wmf]1

Z


	0
	–3
	–2
	–1
	0


Система, записанная в данной таблице, разрешена относительно х1 и х4, но так как она содержит три уравнения, то необходимо ввести в базис еще одну переменную (х2 или х3) и при этом иметь в качестве разрешающей третью строку. Посмотрим, какой столбец с этой точки зрения следует брать за разрешающий столбец. Если возьмем второй столбец, то за разрешающую строку следует выбрать третью (благоприятный случай):
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Если же возьмем третий столбец, то за разрешающую строку также следует выбрать третью:
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следовательно, можно выбрать любой из них. Выберем, например, второй столбец и, выполнив шаг преобразований Жордана–Гаусса с разрешающим элементом а32 = 2, придем к таблице:

	БП
	Переменные
	Свободный член
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Теперь система приведена к базисному виду, базисными переменными являются х1, х2, х4, свободной – х3. Все свободные члены положительны, поэтому можем записать первоначальный опорный план:
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Чтобы ответить, является ли он оптимальным, необходимо выполнить еще один шаг преобразований с разрешающим элементом а14 = 1, чтобы выразить целевую функцию Z1 только через свободную переменную х3.
Получим новую таблицу:
	БП
	Переменные
	Свободный член
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Опорное решение 
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, содержащееся в таблице, является оптимальным, так как вектор r = (3/2) содержит одну положительную компоненту. Минимальное значение целевой функции 
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Итак, 
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4.8. Геометрическая интерпретация симплекс-метода
Мы видели при графическом решении ЗЛП с двумя переменными, что оптимальное решение, если оно существует, достигается, по крайней мере, в одной из вершин выпуклой многоугольной области (выпуклого многоугольника), являющейся областью допустимых решений (ОДР).
Этот вывод может быть распространен и на случай ЗЛП с числом переменных n > 2 с заменой слов «выпуклая многоугольная область (выпуклый многоугольник)» на «выпуклая n-мерная многогранная область (выпуклый n-мерный многогранник)».

Напомним, что множество называется выпуклым, если вместе с любыми двумя точками X1и X2 множества ему принадлежат и все точки отрезка X1X2.

Рассмотрим модель ЗЛП, для которой был изложен симплекс-метод:
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(*)
Z = c1x1 + ( + cnxn (min).

Как было сказано, оптимальное решение ищется среди опорных решений системы (*), но между опорным решением системы и вершиной многогранной области допустимых решений СЛАУ имеет место соответствие, определяемое теоремой.
Теорема 4.2. Вектор X является опорным планом ЗЛП тогда и только тогда, когда X – вершина многогранника допустимых планов.
Следовательно, можно сказать, что симплекс-метод осуществляет поиск оптимального решения среди вершин многогранника допустимых планов. Переход от одного опорного плана к другому интерпретируется как переход вдоль ребра многогранника от одной вершины к другой. Целенаправленность перехода означает, что в каждой новой вершине значение целевой функции «улучшается», переход к оптимальному плану (вершине) происходит кратчайшим путем. Например, если областью допустимых решений является многоугольник ABCDEFG (рис. 4.1), и первоначальное опорное решение X0 соответствует вершине C, а оптимальное решение совпадает с вершиной E, то при решении задачи симплекс-методом следующей вершиной будет X1 и последней –
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(вершины A, B, F, G не будут участвовать в целенаправленном переборе).
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4.9. Вопросы для самопроверки
1. По каким правилам выполняется шаг преобразований Жордана–Гаусса при решении СЛАУ?

2. Какое решение называется опорным?

3. Каким условиям должен удовлетворять разрешающий элемент при переходе от одного опорного решения к другому?

4. В чем заключается идея симплекс-метода?

5. В каком виде должна быть записана модель ЗЛП для решения симплекс-методом?

6. Как построить первое базисное решение? В каком случае оно будет опорным решением задачи ЛП?

7. Из каких этапов состоит переход от одного опорного решения к другому?

8. Как определить, какой из столбцов выбирается за разрешающий в симплекс-преобразованиях?

9. Что является критерием оптимальности решения ЗЛП в симплекс-методе?

10. Как определяется текущее значение целевой функции из таблицы?

5. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА

5.1. Постановка транспортной задачи

Рассмотрим транспортную задачу (ТЗ), т.е. задачу, в которой речь идет о рациональной перевозке некоторого однородного продукта от производителей к потребителям.

Пусть имеется m пунктов производства однородного продукта (добыча руды в карьерах, производство автобусов, кондитерских изделий, компьютеров и т.д.) и n пунктов потребления этого продукта. Мощности пунктов производства составляют аi 
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на перевозку единицы продукта от i-го поставщика j-му потребителю. Составить такой план перевозок, при котором суммарные затраты на все перевозки были бы наименьшими. Пусть спрос и предложение совпадают, т.е. 
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. Такую транспортную задачу называют сбалансированной (закрытой). При этом предполагается, что вся продукция от поставщиков будет вывезена и спрос каждого из потребителей будет удовлетворен.

Составим математическую модель задачи. Обозначим через 
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 – количество продукта, перевозимого из i-го пункта производства в j-й пункт потребления. Тогда матрица:
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Матрицу 
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называют матрицей затрат (тарифов).

Внесем исходные данные и перевозки 
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 в транспортную таблицу:
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Предположим, что транспортные затраты прямо пропорциональны количеству перевозимого продукта. Тогда суммарные затраты выразятся функцией цели:
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которую необходимо минимизировать при ограничениях:
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(весь продукт из каждого i-го 
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Из условия задачи следует, что все
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Итак, математическая модель сбалансированной транспортной задачи имеет вид:









[image: image493.wmf]å

å

=

=

®

=

Z

m

i

n

j

ij

ij

x

с

1

1

min

,




(5.1)
при ограничениях:
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(5.3)
5.2. Основные понятия и теоремы
Определение 5.1. Допустимым планом (решением) ТЗ назовем совокупность значений xij (i = 1,(, m; j = 1,(,n), удовлетворяющих системе ограничений (5.2 – 5.3) ТЗ.
Определение 5.2. Оптимальным планом (решением) назовем допустимый план, для которого функция цели (Z) принимает минимальное значение.

Теорема 5.1. Необходимым и достаточным условием совместности системы ограничений ТЗ является равенство 
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Определение 5.3. Модель ТЗ, для которой 
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, называется закрытой моделью.
Теорема 5.2. Ранг матрицы системы ограничений ТЗ равен m+n–1.
Это означает, что m+n–1 неизвестных будут базисными, а остальные – свободными неизвестными. Напомним, что решение, в котором свободные неизвестные равны нулю, называется базисным решением системы линейных уравнений.
Определение 5.4. Неотрицательное базисное решение системы ограничений ТЗ называется опорным решением системы (опорным планом).

Теорема 5.3. В транспортной задаче всегда существуют допустимые планы, содержащие не более m+n–1 положительных компонент.

Теорема 5.4. Транспортная задача всегда имеет оптимальный план.
Теорема 5.5. Если в транспортной задаче все ai и bj – целые, то она имеет оптимальный целочисленный план.
Транспортная задача является типичной задачей линейного программирования и в принципе может быть решена симплекс-методом. Однако в силу специфики ограничений ТЗ, а также в силу практической важности – для решения ТЗ разработаны специальные методы, один из которых – метод потенциалов – мы рассмотрим в данном пособии.
Идея метода потенциалов (как и симплекс-метода) состоит в том, что сначала находят первоначальный опорный план, проверяют его на оптимальность и переходят к новому опорному плану, если полученный план не оптимален и т.д.
5.3. Нахождение опорного плана

Рассмотрим два метода нахождения первоначального опорного плана.
5.3.1. Метод северо-западного угла

Пример 5.1. Пусть условия задачи заданы в виде таблицы:
	 bj
ai
	150
	250
	200
	300

	200
	3
	4
	2
	5

	300
	6
	8
	7
	4

	400
	3
	5
	7
	6


Заметим, что 
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, т.е. система ограничений совместна.
Нахождение опорного плана по методу северо-западного угла состоит в последовательном определении значений xij, начиная с x11. После того как определено очередное значение xij, оно заносится в соответствующую клетку (i, j), которая будет называться занятой.
1. Как было сказано, будем определять элементы матрицы искомого опорного плана, начиная с x11:

x11 = min(a1, b1) = min(200, 150) = 150.
Занесем это значение в клетку (1,1) и она станет занятой.
Первый столбец «закрыт» для заполнения в нем остальных клеток, а в первой строке осталось невывезенных

a1 – x11 = 200 – 150 = 50 единиц товара.
Поэтому далее двигаемся по первой строке, заполняя на следующем шаге соседнюю клетку (1, 2),
2. x12 = min(a1– x11, b2) = min(50, 250) = 50.
3. Теперь «закрыта» первая строка (от первого поставщика весь товар вывезен), поэтому двигаемся по второму столбцу, полагая

x22 = min(a2, b2 – x12) = min(300, 200) = 200.

«Закрыт» второй столбец, двигаемся по второй строке.

4. x23 = min(a2 – x22, b3) = min(100, 200) = 100.

«Закрыта» вторая строка, двигаемся по третьему столбцу.

5. x33 = min(a3, b3 – x23) = min(400, 100) = 100. Закроем третий столбец
6. И, наконец,  x34 = min(a3– x33, b4) = min(300, 300) = 300.

В результате получим следующую таблицу:
	 bj
ai
	150
	250
	200
	300

	200
	3
	4
	2
	5

	
	150
	50
	
	

	300
	6
	8
	7
	4

	
	
	200
	100
	

	400
	3
	5
	7
	6

	
	
	
	100
	300


Занятым клеткам соответствуют базисные переменные, а свободным клеткам – свободные переменные.
Итак, найденный опорный план имеет вид:
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Затраты составят:
Z = 150(3 + 50(4 + 200(8 + 100(7 + 300(6 = 5450.

Нетрудно убедиться, что полученный план является допустимым и содержит m+n–1 = 6 занятых клеток, т.е. ранг системы ограничений равен числу занятых клеток в опорном плане (r = m+n–1).
Замечание 5.1. Если при нахождении опорного плана на каком-то шаге, отличном от последнего, была одновременно исчерпана мощность поставщика i-го пункта и удовлетворена потребность j-го пункта назначения, то в следующую клетку по столбцу или по строке вписывается поставка, равная нулю, и эта клетка считается занятой, а соответствующее опорное решение называется вырожденным.
Замечание 5.2. Опорный план, найденный методом северо-западного угла, совершенно игнорирует транспортные издержки, поэтому, как правило, значительно отличается от оптимального плана.

Рассмотрим метод нахождения опорного плана, в котором учитываются транспортные издержки.

5.3.2. Метод минимального элемента

В этом методе заполняются последовательно клетки с учетом минимальной стоимости cij перевозки, а соответствующие величины xij определяются точно так же, как в методе северо-западного угла.
Пример 5.2. Проиллюстрируем сказанное на примере ТЗ, условия которой заданы в виде таблицы:
	 bj
ai
	150
	80
	170

	100
	6
	8
	4

	120
	5
	3
	2

	180
	4
	1
	7


Заметим, что снова имеем ТЗ с закрытой моделью 
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1. На первом шаге поставку делаем в клетку с минимальными затратами. Поэтому нахождение опорного плана начинаем с поставки x32, так как 
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Величина x32 определяется так же, как и в методе северо-западного угла т.е.
x32 = min(a3, b2) = min(180, 80) = 80.

Второй столбец «закрыт», а у третьего поставщика осталось невывезенных   a3 – x32 = 180 – 80 = 100 единиц товара.

Поэтому далее рассматриваем элементы c3j третьей строки.

2. Находим 
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Определим x31 = min(a3– x32, b1) = min(100, 150) = 100.
«Закрыта» третья строка, а первый потребитель недополучил 50 единиц товара. Поэтому рассматриваем ci1 первого столбца.
3. Выбираем 
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Определяем x21 = min(a2, b1 – x31) = min(120, 50) = 50.
Первый столбец «закрыт», но у второго поставщика осталось

a2 – x21 = 120 – 50 = 70 единиц товара.
Рассматриваем вторую строку.
4. Находим 
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Определяем x23 = min(a2– x21, b3) = min(70, 170) = 70.

Вторая строка «закрыта», а в третьем столбце осталось распределить 170 – 70 = 100 единиц, которые попадут в клетку (1,3): x13 = 100.
Итак, опорный план примет вид:
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5.4. Переход от одного опорного плана транспортной задачи к другому
Определение 5.5. Циклом называется замкнутая ломаная линия, состоящая из звеньев, пересекающихся под прямым углом, в котором каждое звено соединяет только две клетки строки (столбца).


Рис. 5.1. Примеры циклов. A, B, C, D – вершины цикла
Определение 5.6. Ациклическим планом называется любой допустимый план перевозок, если набор занятых клеток, соответствующих этому плану, не содержит ни одного цикла.
Можно показать, что допустимый план является опорным, если он ациклический и содержит m+n–1 занятых клеток.
Переход от одного опорного плана к другому состоит в следующем: одну свободную клетку данного опорного плана сделать занятой, а одну занятую – свободной, т.е. поменять местами базисную и свободную переменные.

Определение 5.7. Циклом пересчета для данной свободной клетки назовем цикл, одна из вершин которого лежит в свободной клетке, а остальные – в занятых клетках.

Теорема 5.6. Для любой свободной клетки опорного плана, содержащего m+n–1 занятую клетку, существует, и притом единственный, цикл пересчета.
Если ввести нумерацию (1, 2, 3,(, N) вершин цикла пересчета, начиная со свободной, то элементы нового опорного плана 
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 можно вычислить по формуле:
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где ( равно минимальной из поставок, расположенных в вершинах цикла пересчета с четными номерами.
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Пример 5.3. Пример перемещения ( по циклу пересчета.

 
1




 2
	
	
	
        30
	
	20
	
	10

	
4
	
	
   3
	
	
	
	

	
20
	
	

  40
	
	
	
	60


Рис.5.2
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В «нечетных» клетках ставим         , в «четных» – 
Получаем, что баланс в результате перемещения по циклу пересчета числа ( не нарушился.

Замечание 5.3. Если при переходе к новому опорному плану освобождается несколько занятых клеток, то для того, чтобы сохранить число m+n–1 занятых клеток, в новом опорном плане оставляем только одну свободную клетку, а во всех остальных освободившихся клетках поместим «базисные нули», полагая в дальнейшем эти клетки занятыми. Такое решение является вырожденным опорным решением.
Пример 5.4. Пусть условия ТЗ и исходное опорное решение заданы таблицей.
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Решение. Построим для клетки (2, 3) цикл пересчета.
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Согласно формуле: 
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Подставляя найденное значение ( в фомулу расчета 
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Замечаем, что в результате перемещения величины ( по циклу пересчета освободились две клетки: (1,1) и (2,2).
Согласно замечанию будем считать свободной клеткой только одну из них, напрмер клетку (1,1). В клетку (2,2) поместим поставку 
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Итак, получен новый опорный план:
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5.5. Метод потенциалов
Как определить, является ли найденный опорный план оптимальным? Ответ дает следующая теорема.
Теорема 5.7. Для того чтобы некоторый опорный план X транспортной задачи был оптимальным, необходимо и достаточно, чтобы ему соответствовала система m+n чисел 
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 – для всех клеток;
2) 
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 – для занятых клеток.

Числа ui и vj называют потенциалами соответственно поставщиков и потребителей.
Покажем, как можно воспользоваться данной теоремой – для того, чтобы определить, является ли найденный опорный план оптимальным.

Для нахождения u1, u2,(, um, v1, v2,(, vn используем условие 
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 для занятых клеток. Затем проверим выполнение условий 
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 для свободных клеток.
Пример 5.5. Определить, является ли данный в таблице опорный план оптимальным.
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Условия 
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 для занятых клеток примут вид:
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	Имеем систему четырех уравнений с пятью неизвестными.


Поскольку число неизвестных превышает на единицу число уравнений, то одно из неизвестных полагаем равным произвольному числу, например u1 = 0, и далее легко находим значения остальных неизвестных:
v1 = 8,

v2 = 7,

v3 = 5,

u2 = 4.
Теперь проверим выполнение условий 
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 для свободных клеток. Имеем:
для клетки (1, 2): v2 – u1 = 7 – 0 < 8,
для клетки (2, 3): v3 – u2 = 5 – 4 < 7.

Так как для всех свободных клеток условия 
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 выполняются, то данный план является оптимальным.
5.5.1. Алгоритм метода потенциалов

1. Находят первоначальное опорное решение X методом потенциалов или методом минимального элемента.
2. Проверяют полученный опорный план X на оптимальность. Для этого:

1) Составляют систему m+n–1 уравнений
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соответствующих занятым клеткам. Находят потенциалы u1, u2,(, um, v1, v2,(, vn, решая эту систему, приравняв, например, u1 нулю.
2) Для свободных клеток проверяют выполнение условий:
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Если условия выполняются, то найденное опорное решение является оптимальным. Вычисляют соответствующее значение целевой функции и прекращают решение задачи.
Если хотя бы для одной свободной клетки условие 
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 не выполняется, то полученный опорный план X не оптимален. Переходят к новому опорному решению (пункт 3).

3. Переход к новому опорному решению.
1) Выбирают свободную клетку (s, t), которой соответствует максимальное значение разности 
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2) Для клетки (s, t) составляют цикл пересчета, определяют для него 
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 и переходят к новому опорному плану.
4. Новый опорный план 
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 проверяют на оптимальность, т.е. переходят к пункту 2 алгоритма.
5.5.2. Решение транспортной задачи методом потенциалов

Пример 5.6. Решить ТЗ, условие которой задано в виде таблицы:
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Решение. Найдем прежде 
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, то модель закрытая и, согласно теореме 5.1, задача разрешима.
1. Найдем первоначальный опорный план методом минимального элемента. Среди всех затрат в таблице находим минимальные затраты:
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Находим любую из поставок: либо x21, либо x23, либо x32.

Найдем x21 = min(a2, b1) = min(50, 60) = 50. Заносим 50 в клетку (2, 1). Вторая строка «закрыта». «Открыт» первый столбец. Выбираем 
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Найдем x31 = min(40, 10) = 10. «Закрывается» первый столбец. «Открыта» третья строка. Выбираем 
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Найдем x32 = min(30, 40) = 30. «Закрыта» третья строка. «Открыт» второй столбец. Выбираем 
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Найдем x12 = min(70, 10) = 10. «Закрыт» второй столбец. «Открыта» первая строка. Выбираем 
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Найдем x13 = min(60, 60) = 60.
Получаем таблицу:
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Итак, получен первоначальный опорный план:
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, который приводит к затратам 
Z = Z(X) = 3(10 + 7(60 + 1(50 + 2(10 + 1(30 = 550.
2. Проверим план на оптимальность.
Для этого перепишем предыдущую таблицу, дополнив ее величинами ui и vj (
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1) По занятым клеткам опорного плана составим систему.
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	Замечаем, что система содержит 5 уравнений и 6 неизвестных. Положив, например u1 = 0, легко найдем v2 = 3, v3 = 7, u3 = 2, v1 = 4, u2 = 3.


2) Для всех свободных клеток проверим выполнение условия 
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. Имеем:
клетка (1, 1),

v1 – u1 ( 3,

4 – 0 > 3,
клетка (2, 2),

v2 – u2 ( 3,

3 – 3 < 3,
клетка (2, 3),

v3 – u2 ( 1,

7 – 3 > 1,
клетка (3, 3),

v3 – u3 ( 2,

7 – 2 > 2.
План не оптимален. Условие не выполняется для трех свободных клеток. Находим новый опорный план.
3. Переход к новому опорному плану.
1) Выбираем одну из свободных клеток: либо (2, 3), либо (3, 3) так как разности 
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 для них одинаковы и больше, чем для клетки (1, 1). Действительно:
d11 = v1 – u1 – c11 = 4 – 0 – 3 = 1 > 0,
d23 = v2 – u2 – c23 = 7 – 3 – 1 = 3 > 0,

d33 = v3 – u3 – c33 = 7 – 2 – 2 = 3 > 0.
Остановимся на клетке (2, 3).
2) Строим для клетки (2, 3) цикл пересчета.
	 bj
ai
	60
	40
	60

	70
	3
	3
	7

	
	
	10
	60

	50
	1
	3
	1

	
	50
	
	

	40
	2
	1
	2

	
	10
	30
	


Находим 
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 и переходим к новому опорному плану, перемещая по циклу величину ( = 30.
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Получаем новое опорное решение. Затраты уменьшились.
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 на оптимальность.
1) Для занятых клеток составим систему:
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	Решаем систему, положив u1 = 0. Получаем v2 = 3, v3 = 7, u2 = 6, v1 = 7, u3 = 5. Поместим их в таблицу.


2) Вычислим 
[image: image550.wmf]ij

i

j

ij

c

u

v

d

-

-

=

 для свободных клеток.
d11 = v1 – u1 – c11 = 7 – 0 – 3 = 4 > 0,

d22 = v2 – u2 – c22 = 3 – 6 – 3 = –6 < 0,

d32 = v2 – u3 – c32 = 3 – 6 – 3 = –6 < 0,

d33 = v3 – u3 – c33 = 7 – 5 – 2 = 0 = 0.

План 
[image: image551.wmf]X
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 не оптимален, так как d11> 0.
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. Переходим к новому опорному плану.
1) Выбираем свободную клетку (1,1), для которой d11 > 0.
2) Для клетки (1, 1) составляем цикл пересчета. Находим 
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 и переходим к новому опорному решению, перемещая по циклу пересчета величину ( = 20.
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v1 = 3
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Получено новое опорное решение:
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. Проверяем опорное решение 
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¢

¢

 на оптимальность.
1) Для занятых клеток составим систему уравнений:
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	Очевидно, что решением системы будут числа:

u1 = 0, v1 = 3,
u2 = 6, v2 = 3,

u3 = 1, v3 = 7.

	
	


2) Для свободных клеток:
d21 = v1 – u2 – c21 = 3 – 6 – 1 = –4 < 0,

d22 = v2 – u2 – c22 = 3 – 6 – 3 = –6 < 0,

d32 = v2 – u3 – c32 = 3 – 1 – 1 = 1 > 0,
d33 = v3 – u3 – c33 = 7 – 1 – 2 = 4 > 0.

Так как и d32> 0, и d33> 0, план 
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 не оптимален.
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. Переходим к новому опорному плану.
1) Выбираем свободную клетку (3,3), так как  max{d32, d33} = max{1, 4} = 4 = d33.
2) Для клетки (3, 3) составляем цикл пересчета. Находим 
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 и переходим к новому опорному плану.
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v1 = 3

 v2 = 3


 v3 = 3

Итак, получено новое опорное решение:
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Значение функции уменьшилось.
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 на оптимальность.

1) Для занятых клеток составляем систему уравнений:
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	Решаем систему, положив u1 = 0:

u1 = 0, v1 = 3,

u2 = 2, v2 = 3,

u3 = 1, v3 = 3.

	
	


2) Для свободных клеток находим:
d13 = v3 – u1 – c13 = 3 – 0 – 7 = –4 < 0,

d21 = v1 – u2 – c21 = 3 – 2 – 1 = 0,

d22 = v2 – u2 – c22 = 3 – 2 – 3 = –2 < 0,

d32 = v2 – u3 – c32 = 3 – 1 – 1 = 1 > 0.

План 
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 не оптимален.
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. Переходим к новому опорному плану.
1) Выбираем клетку (3, 2), для которой d32>0.

2) Строим для клетки (3, 2) цикл пересчета. Находим 
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v1 = 3

 v2 = 3


 v3 = 4


[image: image570.wmf]2
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 на оптимальность.

1) Для занятых клеток составим систему:
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	Решаем ее, положив u1 = 0:

u1 = 0, v1 = 3,

u2 = 3, v2 = 3,

u3 = 2, v3 = 4.

	
	


2) Для всех свободных клеток условие 
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 выполняется. Действительно,

(1, 3)
v3 – u1 ( c13,

4 – 0 < 7,
(2, 1)
v1 – u2 ( c21,

3 – 3 < 1,
(2, 2)
v2 – u2 ( c22,

3 – 3 < 3,
(3, 1)
v1 – u3 ( c31,

3 – 2 < 2.
Следовательно, опорный план 
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 является оптимальным.
Ответ:
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5.6. Открытая модель ТЗ
Ранее рассматривалась закрытая модель ТЗ, т.е. модель для которой
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Иногда это равенство не выполняется, т.е. либо запасы груза превышают потребности(
[image: image577.wmf]11
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), либо потребность в пунктах назначения превышает запас груза(
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Для этих случаев также может быть поставлена задача о построении плана перевозок с минимальными транспортными издержками. Соответствующую модель ТЗ называют открытой моделью.
Покажем на конкретных примерах, как открытая модель ТЗ может быть сведена к закрытой модели и как интерпретировать полученное решение.
Пример 1.

Решить ТЗ, исходные данные которой приведены в следующей таблице:
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Решение.

Замечаем, что 
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Объем ресурсов превышает потребность в них, т.е. модель открытая. Введем дополнительный, “фиктивный” пункт назначения с объемом потребностей 
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 и величинами транспортных издержек 
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. И получим, таким образом, закрытую модель ТЗ с тремя пунками производства и четырьмя пунктами потребления.

Итак, придем к задаче, условия которой заданы таблицей:
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Решив ее методом потенциалов, получим оптимальное решение преобразованной ТЗ:
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Для которого оптимальные затраты на перевозки составят 
[image: image589.wmf]min
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Возвращаясь к исходной открытой модели, видим, что ее оптимальное решение


[image: image590.wmf]*

0450

0030

2000

X

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

.

Значения элементов последнего столбца матрицы 
[image: image591.wmf]*
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 можно интерпретировать следующим образом: оптимальным является план, в котором у первого поставщика следует оставить 30 ед., у второго – 10 ед., у третьего – 15 ед.

Пример 2.

Решить ТЗ, условия которой заданы следующей таблицей:
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Решение.

Модель открытая, 
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В данной задаче объем потребностей превышает объем имеющихся ресурсов. Поэтому для сведения к закрытой модели введем “фиктивный” пункт производства, положив
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 ед. и величины транспортных издержек от этого “фиктивного” пункта ко всем потребителям 
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Приходим таким образом к ТЗ, заданной таблицей:
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	Решив ее, найдем оптимальное решение:
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Оптимальным решением исходной транспортной задачи является матрица
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[image: image602.wmf]*
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 означает, что при оптимальном плане перевозок потребность первого пункта назначения будет не удовлетворена на 10 единиц.

6. ЗАДАЧА О НАЗНАЧЕНИИ

Задача о назначении является частным случаем транспортной задачи. Эта задача была опубликована венгерским математиком Е. Эгервари в 1932 г. как задача транспортного типа.
6.1. Постановка задачи
Найти оптимальное распределение m работ между n исполнителями при заданной матрице затрат (эффективности) 
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, где cij характеризуют затраты, связанные с исполнением i-й работы j-м исполнителем при следующих условиях:
1) каждый исполнитель может исполнять только одну работу;
2) каждая работа может выполняться только одним исполнителем.

6.2. Математическая модель задачи

Пусть m = n. Введем переменные:
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(6.1)
Очевидно, что условия 1 и 2 приводят к следующей системе ограничений:
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(6.2)
Среди значений xij, удовлетворяющих системе ограничений, найти такие, при которых функция цели
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(6.3)

достигает минимального (максимального) значения.

6.3. Теоремы, на которых основан алгоритм решения задачи

Теорема 6.1. Решение задачи о назначении не изменится, если к элементам каждой строки (столбца) прибавить или вычесть одно и то же число.
Теорема 6.2. Если все элементы матрицы затрат cij ( 0 и можно отыскать набор значений xij такой, что 
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, то это решение 
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– оптимально.
Решить задачу о назначении в принципе можно, как и любую транспортную задачу, методом потенциалов. Однако, в силу вырожденности задачи о назначении, при ее решении возникают определенные трудности. Поэтому для ее решения созданы специальные методы. Рассмотрим один из них, идея которого состоит в преобразовании матрицы C с целью получения достаточного количества нулевых элементов, чтобы можно было воспользоваться теоремой 6.2. для нахождения оптимального решения.
6.4. Алгоритм решения задачи о назначении (Z ( min, m = n)

1. В каждой строке матрицы C находят минимальный элемент и вычитают его из элементов этой строки.
2. В каждом столбце матрицы C находят минимальный элемент и вычитают его из элементов этого столбца.

3. Проводят минимальное число вертикальных и горизонтальных линий, пересекающих, по крайней мере, один раз все нули.

4. Если минимальное число линий равно n, то находят оптимальное решение, используя теорему 6.2, вычисляют соответствующее значение Zmin и прекращают решение.

Если число линий меньше n, то переходят к пункту 5.

5. Находят минимальный элемент среди неперечеркнутых элементов. Вычитают это число из всех элементов матрицы C, через которые не проведена ни одна линия, и прибавляют к элементам, через которые проведены две линии. Остальные элементы матрицы C остаются без изменения. Переходят к пункту 3.
6.5. Пример решения задачи о назначении с минимизацией целевой функции
Рассмотрим случай, когда m = n.
Пример 6.1. Фирма располагает тремя видами оборудования, которые могут выполнять свои функции на любой из трех торговых площадок. Затраты на доставку оборудования заданы матрицей:
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 – затраты на доставку оборудования i-го вида на j-ю площадку. Составить такой план доставки оборудования, чтобы оборудование каждого вида было доставлено только на одну площадку и на каждой торговой площадке работал только один вид оборудования, и при этом  суммарные затраты   по    доставке   оборудования   были   бы   наименьшими.
Составить математическую модель и решить задачу.
Решение. Сначала составим математическую модель задачи. Для этой цели введем переменные:
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тогда матрица
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 – план доставки.

Очевидно, что эта матрица будет состоять только из 0 и 1. Причем, так как количество видов оборудования m равно количеству площадок n (m = n = 3), то каждый вид оборудования получит свою площадку и на каждой площадке будет расположен какой-то один вид оборудования. Это означает, что в матрице X всего будет три единицы, а остальные – нули.
Внесем все исходные данные и xij в таблицу, где 
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 – количество оборудования i-го вида, 
[image: image614.wmf])
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 – количество торговых площадок j-го вида. Получаем частный случай транспортной задачи, когда ai = bj = 1.
	ai                                    bj
	1
	1
	1

	1
	4
	5
	1

	
	x11
	x12
	x13

	1
	2
	3
	1

	
	x21
	x22
	x23

	1
	9
	6
	1

	
	x31
	x32
	x33


Требование, что каждый вид оборудования должен быть доставлен только на одну площадку, говорит о том, что в каждой строке матрицы X находится только одна 1, а остальные – нули.
Это дает три условия-равенства:

x11 + x12 + x13 = 1,
x21 + x22 + x23 = 1,






(6.4)
x31 + x32 + x33 = 1.
Аналогично требование, что на каждой площадке должен работать только один вид оборудования, говорит о том, что в каждом столбце матрицы X находится только одна 1, а остальные – нули.
Это дает еще три условия-равенства:

x11 + x21 + x31 = 1,

x12 + x22 + x32 = 1,






(6.5)

x13 + x23 + x33 = 1.

Среди значений переменных, удовлетворяющих условиям (6.1–6.2), найти такие, при которых функция цели
Z = 4x11 + 5x12 + x13 + 2x21 + 3x22 + x23 + 9x31 + 6x32 + x33
достигает наименьшего значения.

Итак, получаем математическую модель задачи:

Z = 4x11 + 5x12 + x13 + 2x21 + 3x22 + x23 + 9x31 + 6x32 + x33 ( min
при ограничениях:

[image: image615.wmf]).
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Будем искать оптимальное решение, используя алгоритм.
1. Из каждой строки матрицы C вычтем ее минимальный элемент.


[image: image616.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

®

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

0

5

8

0

2

1

0

4

3

1

1

1

1

6

9

1

3

2

1

5

4

min

C

.
2. Из каждого столбца полученной матрицы вычтем его минимальный элемент.
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3. В полученной матрице наименьшим числом горизонтальных и вертикальных линий вычеркнем все нули матрицы.
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	Так как число линий равно 2, что меньше n = 3, то переходим к пункту 5 алгоритма.


Находим минимальный элемент среди неперечеркнутых элементов: min = 2. Вычитаем min из невычеркнутых, прибавляем к дважды вычеркнутым, а остальные, вычеркнутые один раз, элементы оставляем без изменения. Получаем новую матрицу:
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	min = 2
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	Переходим к пункту 3 (см. алгоритм)


В новой матрице наименьшим числом линий вычеркиваем все нули:
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	Так как число линий равно 3 и равно n = 3, то «по нулям» находим оптимальное решение, согласно теореме 6.2.


В последней матрице найдем строку или столбец, где находится единственный нуль. Это третья строка. В ней единственный нуль 
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. Подчеркнем его. Это означает, что оборудование 3-го вида должно быть доставлено на 3-ю торговую площадку.
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	Следовательно, согласно условию задачи, на третью площадку ни первого, ни второго вида оборудования поступить не может.


Поэтому в третьем столбце вычеркнем «крестом» все остальные нули. Они не могут быть подчеркнуты. Соответственно, в матрице 
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 – оптимальном решении задачи элемент 
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Оставшиеся четыре нуля могут быть подчеркнуты двумя способами:
	либо так:
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соответствует
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	либо так:
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Получили два возможных варианта решения задачи. Так как затраты по обоим вариантам одинаковы (Zmin = 8), то фирма может выбрать любой из них.
Теперь рассмотрим случай m ( n.
Пример 6.2. В вычислительном центре имеется четыре ЭВМ разных конструкций: М1, М2, М3, М4. На этих машинах ежедневно решают задачи трех типов: З1, З2, З3. Стоимости решения в зависимости от задачи и от машины различны и заданы в таблице:

	
	З1
	З2
	З3

	М1
	20
	60
	80

	М2
	10
	20
	50

	М3
	10
	50
	90

	М4
	20
	70
	90


Как распределить задачи между машинами, чтобы суммарные затраты на решение трех задач были наимеьшими?
Решение. Сначала составим математическую модель. Введем переменные:
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[image: image633.wmf]1,

если-юзадачубудетрешать-яЭВМ,

0,

впротивномслучае,

(1,4;1,3).

ij

ij

x

ij

ì

=

í

î

==


Тогда матрица
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 – план закрепления задач за машинами.

Если, без использования алгоритма, начать распределение, например с 1-й машины, то, учитывая стоимость, на 1-й машине следует решать первую задачу (стоимость равна 20, что меньше 60 и 80). На 2-й машине – вторую задачу (1-ю уже нельзя выбрать). На 3-й – третью задачу (нет выбора), а 4-я машина будет простаивать. Тогда план закрепления будет иметь вид:
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При этом стоимость выполнения задач будет равна
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Это лишь один из возможных вариантов допустимого решения. Но отсюда мы можем сделать очень важный вывод: так как одна из машин должна простаивать, то в матрице решения одна из строк будет состоять из нулей. Так как заранее неизвестно, какая строка, то сумма элементов xij в каждой строке в матрице решения X будет либо равна, либо меньше 1, а сумма элементов xij в каждом столбце матрицы X будет равна единице.

И система ограничений примет вид:
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А стоимость работы, согласно плану закрепления X, будет равна:
Z = 20x11 + 60x12 + 80x13 + 10x21 + 20x22 + 50x23 + 10x31 + 50x32 +

+ 90x33 + 20x41 + 70x42 + 90x43,
которую нужно минимизировать.
Получаем математическую модель задачи:
Z = 20x11 + 60x12 + 80x13 + 10x21 + 20x22 + 50x23 + 10x31 + 50x32 +

+ 90x33 + 20x41 + 70x42 + 90x43 ( min
при ограничениях:
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Для решения задачи необходимо перейти к закрытой модели, т.е. к исходной матрице C добавить нулевой столбец (введем 4-ю, фиктивную, работу):
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Получим матрицу четвертого порядка (n = 4). А дальше начинаем решать как предыдущую задачу.
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Так как число линий равно 3, что меньше порядка матрицы n = 4, то, согласно алгоритму, переходим к пункту 5, т.е. находим минимальный элемент из невычеркнутых (min = 10), прибавляем его к дважды вычеркнутым, а вычеркнутые один раз элементы оставляем без изменения. Получаем матрицу:
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	Вычеркиваем все нули наименьшим числом линий.


Так как снова число линий равно 3, что меньше n = 4, то повторяем действия пункта 5. Получаем:
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min = 20
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	В матрице 
[image: image645.wmf]C
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 наименьшее число линий, вычеркивающее все нули матрицы, равно 4. Следовательно, можно искать оптимальное решение «по нулям» матрицы 
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Находим в матрице 
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 строку или столбец с единственным нулем. Это третья строка. В ней 
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. Подчеркнем его. В первом столбце все остальные нули вычеркнем. Получаем матрицу:
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	Это означает, что в оптимальном решении 
[image: image650.wmf]1
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Следовательно, никакие из оставшихся задач она решать не будет, т.е. 
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. Но, согласно условию задачи, ни первая, ни вторая, ни третья ЭВМ тогда не могут решать первую задачу, т. е. 
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В матрице 
[image: image654.wmf]C
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 среди неотмеченных нулей находим строку или столбец с единственным нулем. Этому условию удовлетворяет ноль в четвертой строке (
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). Подчеркнем его, вычеркнув при этом все нули в четвертом столбце. Тогда в матрице X* элемент 
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Это означает, что четвертая ЭВМ будет выполнять четвертую фиктивную работу.
В матрице 
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 среди невыделенных нулей единственный ноль (
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) находится в первой строке. Подчеркнем его. При этом вычеркнем все нули в третьем столбце. По аналогии в матрице X* элемент 
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Подчеркиваем последний невыделенный ноль (
[image: image666.wmf]0
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), единственный во второй строке и получаем:
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Так как последний столбец фиктивный, то, отбросив его, получим оптимальный план исходной задачи:
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, а Zmin = 80 + 20 + 10 = 110 – суммарные затраты.
Интерпретация результата: в оптимальном варианте четвертую машину включать не следует. Первую задачу решать на третьей машине, вторую задачу – на второй машине, а третью задачу – на  первой  машине. При этом затраты ВЦ составят 110 единиц.
6.6. Решение задачи о назначении с максимизацией целевой функции

Задача о назначении с максимизацией целевой функции может быть сведена к задаче с минимизацией целевой функции, напрмер, следующим образом. Выберем 
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 и составим новую матрицу 
[image: image671.wmf]ij
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Очевидно, решение задачи о назначении с максимизацией целевой функции 
[image: image673.wmf]å
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 должно совпадать с решением задачи о назначении с минимизацией целевой функции 
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6.7. Пример решения задачи о назначении (Z ( max)
Фирма объединяет пять предприятий, каждое из которых производит пять видов изделий. Производительность каждого из предприятий при изготовлении одного изделия (в денежных единицах) характеризуется следующей таблицей:
	Предприятия
	Изделия

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	3
	10
	3
	8
	 2

	2
	9
	10
	9
	8
	13

	3
	5
	 7
	6
	4
	 2

	4
	4
	 2
	7
	3
	 4

	5
	5
	 3
	9
	5
	11


Учитывая необходимость специализации каждого предприятия только по одному изделию, распределить производство изделий по предприятиям так, чтобы суммарная производительность фирмы при этом распределении была максимальной.
Решение. Cоставим математическую модель задачи. Для этой цели введем переменные:
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тогда матрица
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 – план распределения.
        Математическая модель будет иметь вид:
Z = 3x11+10 x12 +3x13 +8x14 +2x15 +9x21 +10x22 +9x23 +8x24 +13x25 +5x31 +7x32 +6x33 +4x34 +2x35 +4x41 +2x42 +7x43 +3x44 +4x45 +5x51 +3x52 +9x53 +5x54 +11x55
[image: image677.wmf]®

max            
при ограничениях:
х11 + х12 +х13 +х14 +х15 = 1,
х21 + х22 +х23 +х24 +х25 = 1,
х31 + х32 +х33 +х34 +х35 = 1,
х41 + х42 +х43 +х44 +х45 = 1,
х51 + х52 +х53 +х54 +х55 = 1,
х11 + х21 +х31 +х41 +х51 = 1,

х12 + х22 +х32 +х42 +х52 = 1,

х13 + х23 +х33 +х43 +х53 = 1,

х14 + х24 +х34 +х44 +х54 = 1,

                               х15 + х25 +х35 +х45 +х55 = 1,   xij
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Для получения оптимального решения перейдем к задаче о назначении с минимизацией целевой функции (см. п. 6.6).
Исходная матрица имеет вид:
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Вычитая элементы строк соответственно из чисел 10, 13, 7, 7, 11, получим  матрицу 
[image: image681.wmf]C
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.  Затем, используя алгоритм решения задачи о назначении с минимизацией целевой функции (см. п. 6.4), получим:
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[image: image683]
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(так как число линий 4<n = 5)
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Тогда оптимальное решение: 
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и Zmax = 8 + 9 + 7 + 7 + 11 = 42.
Заключение
В данном пособии авторы стремились изложить в доступной форме  основные разделы курса “Математическое программирование”, основываясь при этом на ныне действующих программах для студентов экономических специальностей вузов. Пособие может быть использовано не только студентами, но и теми лицами, которые самостоятельно изучают данный курс или сталкиваются в своей деятельности с математическим программированием. Этому способствует значительное количество приведенных в пособии примеров и задач, в том числе с экономическим содержанием.

В пособии рассмотрены разделы: построение экономико-математических моделей, графический и симплекс-метод решения задач линейного программирования, транспортная задача и задача о назначении.

Используя знания и навыки, полученные при изучении курса, студенты на протяжении многих лет выступают с докладными на научно-технических конференциях внутри вуза, а также на областной студенческой конференции «Научный потенциал Сибири», проводимой в НГАСУ. Полученные знания используются также в научных исследованиях, проводимых на выпускающих кафедрах экономического факультета.

Эта наука, безусловно, имеет будущее. Возникают совместные предприятия, где решаются подобные  задачи. Поэтому создание подобных пособий, помогающих студентам изучить основы данного курса, необходимо.
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